Texte 3,Choix du consommateur en présence d’incertitude ou de
risque
Microéconomie 3-851-84

Rédigé par Paul Cardinal supervisé par Marie Allard

1. Introduction

Les modeles économiques développés jusqu'a mamtgimescrivaient dans un contexte de certitudst-é-
dire que les choix des différents agents portademtdes variables dont les valeurs sont détermigées
lavance de facon précise. Cependant, dans latééaliusieurs décisions sont prises en contexte

d'incertitude, ou les valeurs prises par certamagisbles sont conditionnelles a la réalisatiom @wénement

ou état de la natureNous visons ici & présenter un modéle permettampliquer les comportements en

présence dincertitude. Plus particulierement, mawss intéresserons ici au comportement du constenma
face aux situations risquées. Le modéle nous paends saisir comment un individu compare entries el
des alternatives risquées et des alternativesireestaNous verrons également certaines applications
modéle, par exemple, le comportement du consommfaes aux loteries, 'achat de polices d'assurance

encore, le choix de placements spéculatifs.

2. Valeur espérée ou espérance mathématique

Considérons une situation risquée ou il y a "S'hémients (ou états du monde) possible&E. | E,...,E et
ol & chaque événementdst associé une valeur de la variable®une probabilifér, (avec 0 9t < 1 et
21 =1).

L'espérance mathématique ou la valeur espéréevdeddle, notée E[X], est donnée par:

L on parle alors de variables aléatoires.

2 Les probabilités pertinentes seront données snproblémes. Nous ne nous soucions aucunemedeude
provenance ou de leur nature.
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E[X] = Z Tls Xs
s=1

La valeur espérée d'une variable est la somme pémdé toutes les valeurs qu'elle peut prendréadésurs
de pondération étant leurs probabilités d'occureesgectives. C'est la valeur moyenne a laqueldeorait

s'attendre lorsque S tend vers l'infini.
Exemple 1:Calcul de la richesse espérée.

Soit une situation risquée A ou trois évenement&Eet & sont possibles. Une richessg 8%t associée a la

réalisation de chacun des événements.

Quelle est la richesse espérée si W1 200 $, W= 600 $, W = 300 $ et les trois événements sont

équiprobables ?

Nous avons:

EW]p=mqaW1+m W2 +TeW3
EW ], = %(1200) + %(600) + %(300)

= 400 + 200 + 100 = 700 $

En présence de certitude, des agents économidi@mes se comportent de maniére & maximiserl&va
de la variable concernée. Cependant, dans un ¢ertelxque celui décrit plus haut, la valeur ppse la
variable étant incertaine, on doit se satisfairecalgsidérer alors la valeur espérée E[X] de ceit@ble.
Cependant, remarquez qu'il est possible que laivakpérée ne soit pas observable. Par exempéssukat
espéré d'un dé est de 3,5, mais il est impossiblaenir ce résultat en lancant le dé. Aussirva

d'observer des situations risquées dont la vakérée est la méme, mais ou le risque impliquéifestent.



En contexte d'incertitude, il est incorrect d'awargue les individus prennent leurs décisions wemiggnt sur

la base de la valeur espérée E[X].risgue, ou les variations possibles des valeurs priselapariable, est
aussi un paramétre essentiel a toute décision. fitree la maximisation de la valeur espérée net peu
constituer un critére acceptable.

L'exemple suivant décrit précisément deux situatidont la valeur espérée est la méme, mais ogdaqi

impliqué est différent.

Exemple 2:  On vous propose deyer a une loterie (alternative J), qui consistirex une piece de
monnaie. Si la piéce indique face, on vous pai®@306i la piéce indique pile, vous devez
payer 1000%.

Soit: E: La piéce indique pile
E.: La piece indique face
o 1/2
o 1/2
Ry: -1000 $
R,: 1000 $

Le revenu espéré E[R] de la loterie est de:

E[R],= % (-1000)+ % (1000)

=-500+500=0

Si vous efusez dequer a la loterie (alternative RJ), votre reverpées sera évidemment de

E[R]g;=1(0)=0

Nous voila donc en présence de deux situationg eévenu espéré est le méme ERE[R]r; = 0. Si la



maximisation du revenu espéré constitue votrereritke décision, vous devriez étre totalement iarbfit
entre prendre part ou non a cette loterie. Poyrtanis avez probablement un jugement plus favoradue
l'une ou l'autre des deux alternatives et, a det,afous avez slrement intégré a votre raisonnelicde
que l'alternative J est risquée alors que l'altem#@J est certaine. L'attitude face au risquelésrminante
dans le choix des individus. On doit concevoir uitere faisant explicitement appel a cette attitade

l'individu face au risque. Cela est possible aganddéle d'utilité espérée de von Neumann et Mstgam

3. La fonction d'utilit¢ de von Neumann-Morgenstern.

La théorie économique des choix face a des alteesatisquées a été developpée, entre autres,opar v
Neumann et MorgenstetrComme nous allons le voir, 'hypothése de basmatile est, qu'en présence de
risque, les individus font des choix basés sutiteiespérée ou I'espérance mathématique degstiCette
hypothése repose sur un certain nombre d'axibfges nous n'exposerons pas ici cependant) qussosgés

représenter la rationnalité des choix en enviroremtmsqué .

Sans discuter les axiomes de base, il est toutpfsible de montrer comment on peut construire une

fonction d'utilité de von Neumann-Morgenstern.

Considérons une situation risquée, par exempldaiege, comportant S gains possibles, dont lésuva
sont %,X3...,%,...X et ou les X sont ordonnées selon un ordre de préférence anbiss
(UXD)<U(X2),...,<U(X),...,<u(Xs)). Attribuons de facon arbitraire un indice ditgilaux valeurs extrémes; X
et Xs en posant u(x=0 et u(>)=1. D'aprés la théorie de von Neumann-Morgensileest possible d'utiliser
ces deux valeurs (indices) d'utilité pour attribueindice d'utilité a chacun des gains interméelsak. Pour
ce faire, construisons une loterie qui permettrgatmer soit X, soit Xs. Toujours selon la théorie de von
Neumann-Morgenstern, il existe, pour l'individuewrobabilitéry de remporter le gaingqui soit telle qu'il

sera indifférent entre la loterie et le gain certdi. Si l'individu est indifférent entre les deuxeailtatives,

3 Cette théorie fut d'abord proposée par Bernaeillil738, mais a été reprise et développée davapsagmn
Neumann et Morgenstern en 1944,

4 Voir a ce sujet, entre autres, "Calcul économigumicroéconomie approfondie”, Claude Fourgeausinee
Perrot, 1990, p.169 a 172.



c'est qu'il en retire le méme niveau d'utilltéutilité associée au gain certain X correspond a l'espérance

mathématique de I'utilité de cette loterie c'est-a-dire que

u(Xs) =@ -m)u(Xe)+ms U(Xs)

=1-m)(0) +ns (1)
=T

Nous savons donc maintenant que:

U(Xl) =0
uXy) =g
et u) =1

S Attention ! Ce résultat est tributaire de I'éahejlie nous avions définie aupa



En procédant de la méme facon pour d'autres valaersédiaires X on trouve d'autres points sur la figure
et on peut tracer de fagon sommaire une fonctigii@ de von Neumann-Morgenstern, de la forme(Fu

refletant les préférences de l'individu pour ld&dénts gains X(figure 1).

FIGURE

0
X1 X Xs x>

Il est important de noter que les fonctions dtgtihous servent de moyen pour comparer |'utilitiéées de

différentes alternatives risquées et cerner Uaktitface au risque qu'un individu peut manifester..

Enfin, il ne faudrait pas confondre cette fonctitutilité avec celle déja présentée dans le cadieodrs. La
fonction d'utilité de von Neumann-Morgenstern daitisfaire des axiomes additionnels. Toutefoisy peu

qui suit, les trois propriétés suivantes serorfisarites:

1° la fonction est supposée continue et dérivahle fms;
2 elle est strictement croissante (u'(X) > 0),
c'est-a-dire que la satisfaction augmente avec X;
3 elle ne peut étre remplacée par une fonction noootroissante, mais peut toutefois étre

remplacée par n'importe quelle transformation Iheéeroissante.



Dans les pages qui suivent, nous nous intéressarstaations ou la variable incertaine est laggde W du

consommateur.

Exemple 3: Soit un individu qui posséde la fonction d'uilguivante u = In W. Représentons

graphiquement cette fonction d'utilité (figure 2).
u 4

u=ln w

. > W

La courbe d'utilité u=u(W) exprime la satisfactretirée par l'individu de chaque niveau de richesse

4. Utilité espérée et critere de décision

La théorie des choix en contexte d'incertitude esppque les individus se comportent de maniére a

maximiser |'utilité espérée E[u(Wiles différentes alternatives risquées qui leut pmposées. Dans le cas

particulier ou un événement st certaintf=1), 'utilité espérée correspond a l'utilité agsea la richesse

certaine a laquelle donne lieu la réalisation de&eeénement u(\Yy.

Soit une fonction d'utilité de von Neumann-Morgenstu=u(W). Une situation risquée A est préféréae

situation risquée B si et seulement si

E[u(W)]a >E[UW)]g

Les différentes alternatives risquées sont classden leur utilité espérée.



Exemple 4 Reprenons les données de lI'exemple 1 a la seztat la fonction d'utilité de lindividu de
l'exemple 3 (u=In W). Ajoutons une deuxieme sitratisquée B, ou, encore une fois, trois
événements sont équiprobables. La richesse assokigéalisation de ces trois événements
est de W=1800, W=300 et W=150. Laquelle des deux situations A ou B l'indivfmtéfére-

E[uW)]p =m u(wy+m u(wpz)+m u(wa)

=m In Wit In Wo+ 113 In W3

=% In (1200)+% In (600)+% In (300)

-1 1 1
=5 (1.09)+ (640)+ (570)

=2,36+2,13+1,9=6,39

t-il ?

L'utilité espérée de la situation B est donnée par:
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E[uW)]g =m u(w)+m u(wp)+ms u(ws)

=1 In Wit In Wot11 In W3

1 1 1
== In (1800)+= In (300)+= In (150
3 ( )3 ( )3 (150)

_1 1 1
=5 (19)+ B+ (.01

=2,5+1,9+1,67=6,07

Puisque 6,39 > 6,07 (E[u(\W¥ E[u(W)]g), l'invidu préfére la situation A.

Remarquez que la richesse espérée de la situation B

EW]g=mWi1+mW2+mWs
1 1 1

== (1800)+= (300)+= (150
3( ) 3( ) 3( )

=60C+10C+50="75C

est supérieure (750 > 700) a la richesse espénéesitaation A. Pourtant, l'individu préfére talg méme la
situation A. Notez que ce résultat a été obtenquament a partir des préférences de l'individvesmprtées

par sa fonction d'utilité, sans que nous ayonsesoih de définir une quelconque mesure de risque.
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5. Formes des fonctions d'utilité et attitudes face au risque

Nous savons déja que u'(W) > 0 et que la fonctiafilite est croissante. Le signe de la dérivéesde de la
fonction d'utilité u"(W) nous renseigne davantage la forme de la fonction d'utilité et son ingplion

particuliere en ce qui a trait a l'attitude faceiague. Trois cas sont possibles:

1° u'(W) <0 la fonction d'utilité est concave;
2 u"(W)=0 la fonction d'utilité est linéaire;
3 u'(W)>0 la fonction d'utilité est convexe.

Afin dillustrer ces trois cas, utilisons une sttaa risquée ou, pour simplifier, la richesse netperendre
gue deux valeurs: Wavec une probabilité de et W, avec une probabilité dg = 1 -5.

lllustrons d'abord le cas d'une fonction d'utiihcave (u"(W) < 0) (figure 3).

La richesse espérée est le point sur I'axe hoakoatrespondant @W; + oW, = E[W].

U, Figure 3
U(w) !
U(E[W])
E[u(wW)]
Z/.
UMW) |
W E[W] Vo "

Toujours sur la figure 3, nous avons identifiélitétassociée a une richesse certaine de# le point Z et
l'utilité associée a une richesse certaine dep#lY le point Y. L'utilité espérée d'une situatimyuée ou la

richesse ne peut prendre pour valeur queoW\W, se trouve sur la corde ZY, a un point correspondan
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u(Wy) + 1 u(W,) = E[u(W)]. Graphiguement, l'utilité espérée d'umtle situation risquée est en fait la

hauteur de la corde ZY mesurée a W=E[W].

Une fonction concave passe toujours au-dessusndeonte quelle corde tracée a partir de deux paatia

fonction. C'est dire qu'une richesse certaine égal§W) procure davantage de satisfaction a liddiv

gu'une situation risquée combinant & W, avec revenu espéré égal a E(W)), dont l'utistdennée par

E[u(W)] (ceci est vrai quelles que soient les proportioret o).

On voit que:

u[E(W)] > E[U(W)]

Une fonction d'utilité concave représente les pegfées d'un individu qui a de l'aversion pourdeue.
Définition: Un individu a de #lversion pour le risques'il préféere (il atteint un niveau d'utilité pléakevé

pour) une richesse certaine égale a w a une situasiquée de richesse espérée E[W] = w.

Souvent, on caractérise également la personne dgatiaversion pour le risque comme étant celle qui
refusera systématiquement de prendre part a wagisit risquée dont I'espérance de revenu netist au,

en d'autres termes, dont le codt correspond exaateam revenu espéré.a loterie décrite & I'exemple 2 en
est un exemple.

L'individu qui a de l'aversion pour le risque refigt de prendre part a cette loterie. Pourqudi paticipe

a la loterie et perd 1000$, sa perte d'utilité ¢(paport a l'alternative de ne pas jouer) seragrasde que ce

gu'il gagnerait en utilité en remportant 1000$uifey4).

Sur la figure, on voit bien que si l'individu paitie a la loterie et W=\ sa perte d'utilité sera de uf¥
u(W,), alors que si W=\ il gagne u(W) - u(\) en utilité. Or,

u(wpo) -u(wsq) >u(wy) -u(wpo)

®En anglais, on utilise le terme "fair game" pdécrire un telle situation.
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L'utilité marginale de la richesse est décroisspate l'individu qui a de I'aversion pour le risque

Ua Figure 4
U(W2)
} u(Wz) — u(Wo)
u(Wpy™ —
1\
U(W1)
W EW] v W

En général, les individus ont de l'aversion pouisgué. Voyons tout de méme de facon sommaire les deux

autres cas.

lllustrons le cas d'une fonction d'utilité linéaftg(W) = 0) (figure 5).

" En finance, la théorie de portefeuille est fonsidrece principe largement vérifié.
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FIGURE 5
u A
u(EW]) = E[u(W)] s i
uwo) | ‘
W, EW] W, wo

Une richesse certaine égale a E(W) procure le m@veau d'utilité a l'individu qu'une situation nigge
construite avec \\Wet W..

On voit que:

u[E(W)] =E[u(W)]

Une fonction d'utilité linéaire représente les @réfces d'un individu qui est indifférent ou encoeetre

face au risque.

Définition: Un individu estneutre face au risques'il est indifférent entre (s'il atteint le ménigeau
d'utilité pour) une richesse certaine égale a yrehdre part & une situation risquée de

richesse espérée E[W]=w.
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Pour l'individu neutre face au risque, s'il papiica la loterie de I'exemple 2 et perd 1000$ (Wr%4a perte
d'utilité est la méme que ce qu'il gagnerait elitésgn remportant 1000$ (W=\V

L'utilité marginale de la richesse est constante pimdividu neutre face au risque.

Finalement, illustrons le cas d'une fonction dtétitonvexe (u"(W) > 0).

FIGURE 6
. A
uWw,)
E[uW)
WEMWD
u(W 1)
W, EM] W, W

Une fonction convexe passe toujours au-dessous dongle tracée a partir de deux points de la fomcti
C'est dire qu'un revenu certain égal a E(W) pmauapins d'utilité a l'individu qu'une situationqige
construite a partir de Y\et Wa.

On voit que:

u[E(W)] < E[u(W)]
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Une fonction d'utilité convexe représente les pegfées d'un individu qui recherche le risque.

Définition: Un individu recherche oaime le risques'il préfére (s'il atteint un niveau d'utilité guigur

pour) une situation risquée d'utilité espérée EIfWv a une richesse certaine égale a w.
L'individu qui recherche le risque accepterait ddipiper a la loterie décrite a I'exemple 2. [&itticipe a la
loterie et perd 1000$ (W=Y\ sa perte d'utilité sera plus faible que ce gagnerait en utilité en remportant

1000$ (W=W).

L'utilité marginale de la richesse est croissaota findividu qui recherche le risque.

Le tableau 1 résume les trois cas que nous veropgedenter.

TABLEAU 1

Signe de la dérivée secondg Forme de la fonctiditité' Attitude face au risque

u"(W) <0 Concave Aversion au risque

u'(W)=0 Linéaire Neutre face au risque
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u"(W) >0

Convexe

Recherche le risque

6. Un exemple d'application: la valeur attribuéma police d'assurance

Supposons que la totalité de la richesse d'un camateur gui a de l'aversion pour le risgeerésume a un

immeuble. Il envisage I'achat d'une police d'asg@a@ontre le feu. Sa richesse sans assuranceesé¥asi

limmeuble est incendié et de,\{a valeur de I'immeuble) si I'immeuble n'est paendié. S'il y avait feu,

nous faisons I'hypotheése que les dommages causdinpandie seraient fixes et égaux & YW,. Le

consommateur estimera la probabilité de voir son immeuble incendié. Quekt la prime maximale qu'il

serait prét a payer pour une assurance complétederfeu ?

Sans police d'ssurance (SA) on a:

EW]ga =m0 W1 +(1-1m) W2
E[u(W)]ga =mau(wq) +(1- rm)u(wy)
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Il existe une richesse certaine égale adgi procure exactement le méme niveau de saifaCu(\Ws) =
E[u(W)]) (figure 7).

FIGURE 7

uld

uW )

uWwe)=EwWl g [

u(W 1)

W, W EIW]l sa W

Supposons que le consommateur assure son immeupbeeeune prime P. En échange, s'il y a feu, la

compagnie d'assurance s'engage a rembouser it tdes dommages JWV,.

Sfiln'y a pas de feu, la richesse du consommatgarde W = W- P.

S'ily a feu, la richesse du consommateur sersdde W, - P + (W, - Wy) =W, - P.
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En assurant son immeuble, le consommateur s'expasgenant a une situation certaioé sa richesse

prendra la valeur W P.

Le consommateur étant indifférent entre une righesstaine de Wet la situation sans assurance, la prime
maximale qu'il est prét a payer pour assurer saneible est de YW Wa,. Bien sir, une richesse certaine
supérieure a Wserait préférée a la situation sans assurances,Aola prime est inférieure, l'individu aura
plus de satisfaction qu'avec la situation sangassa. Par conséquent, le consommateur acceptenaéyer
tout montant inférieur ou égal a,W Ws pour transférer le risque de voir son immeublemiié a la
compagnie dassurance. On constate qu'un indaydat de l'aversion pour le risque est prét amager

éviter de prendre des risques !

7. Un exemple d'application: le choix d'un invesstigent et forme des courbes E(®V)-

Le modéle que nous venons de présenter peut égulsergir a comparer des options d'investissement.

Supposons qu'un investisseur a la possibilité ebitivdans trois projets. Le projet A garantiirivBstisseur
un rendement RPar ailleurs, le projet B peut produire un reneiende R ou de R. Enfin, le projet C peut

rapporter un rendement dg 6u de R.

Construisons I'exemple de maniére a ce que
R4<R2<R1<R3<Rs

et que les probabiltés rattachées aux projetsd sbient telles que
E[R]5 =E[R]g=E[R]¢

le rendement espéré des trois projets soit idemtiqu

Représentons graphiquement ces trois projets aiuedbe d'utilité de l'investisseur qui, comme lefoties

financiéres le supposent, a de l'aversion pousdgie (figure 8).
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FIGURE 8

u
u(Rg)
WRy) T ==

E[U(R) A= U(R 1)

EuR) 4

Eu(R) ¢

U(Rz) ffffffff

U(Ry4)

R4 R, R4=ER]  =E[R] . Rs R

Puisque

E[u(R)]5 > E[u(R)]g > E[u(R)]¢
le projet B est préféré au projet C, et le projetsfia son tour préféré au projet B.
A rendement espéré égal, l'investisseur choisipadget moins risqué.

Pour affirmer qu'un projet est plus ou moins risquén autre, la mesure de risque la plus souveployée

en finance est I'écart-type
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Uz\/i(Xi' E[X])®  (écart-type)

Chaque investissement peut étre représenté panintrdans l'espace E[R)-

Essayons de tracer une courbe d'indifférence fodeéecombinaisons de E[R] @tqui procurent le méme

niveau d'utilité a l'investisseur.

Pour que linvestisseur soit indifférent entrettess projets, le rendement espéré du projet B psser de
E[R], aE[R]; et celuidu projet C de E[R]a E[R]é (figure 9).
FIGURE 9

u(Rg)
U(R3) ****************************

u(R 1)

U(Rz) ffffffff

u(Ry)
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Ainsi, pour maintenir un méme niveau d'utilité dénn'augmentation du risquedoit é&tre compensée par

une augmentation du rendement espéré E[R].

Pour l'individu qui a de I'aversion pour le risglaecourbe d'indifférence E[Rj-a donc une pente positive et
OE[R] >0

o0

De facon générale plusaugmente, plus la compensation en E[R] exigéemitd dec augmente. Ceci nous
donne une courbe convexe.

FIGURE 10

ER) |

En appliquant le méme raisonnement, on obtient que

- dans le cas d'un investisseur neutre face quejs$a courbe est une droite horizontale et



23

OE[R] -0
00

- dans le cas d'un individu qui aime le risquegdarbe a une pente négative, et généralement, est

concave.
OE[R] <0
o0

Dans le CAPM, ce sont ces courbes d'indifférencsant utilisées pour déterminer les proportiongaties

dans l'actif sans risque et dans le portefeuillmdeché pour un investisseur.



